ENS CACHAN Master 2 MVA

Introduction a apprentissage statistique
Examen final

Durée : 2h - documents autorisés

Exercice 1 -
1. Soit ¢ : R — R une fonction de perte. On définit la fonction suivante :

Vu e [0,1], H(u)=  inf ]{uap(—t) +(1—uw)ep(t)} .

te[—o0,+00
Calculer H;(u) = H(u) dans le cas olt ¢ = ¢; correspondants aux trois cas suivants
(j=1,2,3):
(a) @1(t) = exp(t),
(b) ¢2(t) = max{0,1 +t},
(c) ws(t) = (1+1)%

2. Tracer les trois fonctions Hi, Ho, H3 obtenues et proposer une étude rapide pour
énoncer les propriétés qu’elles partagent.

3. On considere le cas ¢1(t) = exp(t). Montrer que :

s

Yu € [0,1] , ‘;—u < c*(1 — Hi(u))

pour des valeurs de ¢ > 0 et s > 1 que 'on précisera.

4. On se place dans le cadre du modele de données de classification binaire avec X dans
R et Y dans {—1,+1}. On consideére des régles de décision f : RY — R et on définit
le risque convexifié A(f) = E(¢(=Y - f(X))). On note f* 'élément minimisant A(f).
Quel est le lien entre A(f*) et H?

5. On note L(f) = P{Y - f(X) < 0}. Utiliser la propriété sur H pour en déduire une
majoration de L(f) — L(f*) dépendant de ¢, s et A sous des hypotheses sur ¢ qu’'on
précisera. Préciser les valeurs de c et s dans le cas exponentiel.

6. Commenter les cas de Hy et Hs.

7. Quelle fonction de perte est préférable pour la classification binaire ?
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Exercice 2 - On considere une classe F de fonctions f : R — R et on pose :

R(F,S,)=E (SUP ZEif(o’Ui)>

ferim
ou S, = {z1,...,x,} est un ensemble de vecteurs de R? fixés, et I’espérance est calculée
relativement a la loi uniforme sur {—1,41}" pour le vecteur aléatoire (1, ...,&,) de R".

Rappels mathématiques.

— Fonction lipschitzienne - Une fonction ® : R — R est dite k-lipschitzienne, si elle
satisfait pour tout ¢, ¢’ :
|D(t) — D()| < k|t —t'| .

— Définition du supremum - Pour toute fonction ¥(h), on a : pour tout § > 0, il
existe un élément hg tel que :

(ho) > (1 - 8) sup U(h) .
h
1. Spit ® une fonction k-lipschitzienne. On propose d’établir une borne supérieure de
R(® o F,Sy) en fonction de R(F,Sy).

(a) Calculer : E (sup e (u(f) +en(® o f)(xn))) ol u(f) est une quantité détermi-
niste.

(b) Montrer que : pour tout § > 0, on peut introduire f; et fy telles que

(ulf1) + sk fi () 5 (ulfo) = sha(zn)

N =

(1-6)E <sup (u(f) +2a(® 0 f)(scn») <

ferF

ouse {—1,+1}.
(c) En déduire que :

feFr feF

E (sup(u(f) +en(Po f)(xn))) <E (sup(u(f) —I—ankf(mn))) :

(d) Dériver une majoration de R(®oF,S,) en utilisant un argument de récurrence.

2. On introduit la famille de fonctions : F = {z = (z,y) = —yf(x) : f € F}. Soit les
échantillons IID D, = {(X1,Y1),..., (Xn, Yn)} et Sp, = {X1,..., X, }. Montrer que :

ER(F,D,) = ER(F,S,)

3. On pose ®(t) = (14t)4 = max{0,1+t}. Quelle est la relation entre ER(® o F, D,,)
et ER(F,Sp)?

4. Donner les arguments principaux pour établir, avec grande probabilité, une borne
supérieure sur ’erreur de classification pour une regle de décision définie par :

fn = argminZ(l =Y f(Xy)),

fer =

ou (X1,Y7),...,(X,,Y,) est un n-échantillon IID.

5. Décrire un algorithme implémentant cet objectif.
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Exercice 3 - On considere le probleme d’apprentissage suivant :

— Modele de données - Soit un triplet aléatoire (X, X' Y) ot X, X’ sont des vecteurs
aléatoires IID sur R? et Y est une variable aléatoire sur {—1,0,+1}. On suppose
Y = (X, X').

— Critere d’erreur - Pour toute régle de décision h : R — {=1,0,+1}, on considere
I'erreur :
L(h) =P{f* (X, X') #0, f*(X,X")(h(X) — h(X)) < 0}
1. Ilustrer la pertinence de cette formulation. Que cherche-t-on & apprendre ici?
2. Donner 'erreur minimale L* pour ce modele.

3. Justifier 'utilisation du critére convexifié :
An(h) = exp (-Yi(h(X]) — M(X3)))
i=1

ou les (X;, X!,Y;) forment un échantillon IID.

4. On propose d’étudier des fonctions de décision h de la forme hy = Ethl gy ou les
oy sont des poids réels et g; des fonctions de décision a valeurs dans {—1,0,+41}.
Proposer un type d’algorithme s’appuyant sur un principe itératif pour construire
(cu, g¢) et utilisant un systéme de poids convexes (i) sur les points de I’échantillon
(i =1,...,n). On explicitera les poids (7).

5. On introduit : .
& =) mOY;- (M(X]) - h(X;)) > 0}
=1
et "
e =Y mOHY; - (h(X]) = h(X;)) < 0} .
=1

Montrer que minimiser la dérivée directionnelle A(g) par rapport a g

_ 0A,(hi—1 + ag)

A(g) 5o

a=0

est équivalent & minimiser €, — €.
6. Préciser le choix de a a chaque itération de l'algorithme.

7. Quels sont les parametres de la méthode et comment les ajuster ?
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